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MATRICES DE HADAMARD

Deux niveaux de difficulté/longueur :

— Piste bleue : partie 1.

— Piste noire : tout le devoir, mais il faut attendre la fin du chapitre « Groupes, anneaux, corps » pour traiter la partie 2.

Dans ce devoir, les lettres m et n désignent un entier supérieur à 2. On appelle matrice de Hadamard d’ordre n, en mémoire
du mathématicien français Jacques Hadamard (1865-1963), toute matrice carrée H de taille n à coefficients dans

�
− 1,1
	

pour laquelle H⊤H = n In. L’ensemble de ces matrices sera notéHn.

1 PREMIERS EXEMPLES ET CONJECTURE DE HADAMARD

1) Pour toutes colonnes X , Y ∈Mn,1(R), on appelle produit scalaire de X et Y le réel 〈X , Y 〉 = x1 y1+ . . .+ xn yn et on dit
que X et Y sont orthogonales si 〈X , Y 〉 = 0.

Montrer que pour toute matrice carrée M de taille n à coefficients dans
�
− 1,1
	
, M ∈ Hn si et seulement si ses

colonnes sont deux à deux orthogonales.

Avec à ce critère, on vérifie facilement à l’œil nu que H4 contient les matrices




−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1



 et




1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1



.

2) a) Montrer que pour tout A∈Mn(R) : tr
�
A⊤A
�
= 0 ⇐⇒ A= 0.

b) En déduire que pour tout H ∈Hn : HH⊤ = n In. On pourra s’intéresser à la matrice A= HH⊤− n In.

c) En déduire que Hn est inclus dans GLn(R) et stable par transposition, i.e. que pour tous M ∈Hn : H⊤ ∈Hn.

3) Pour tout k ∈ ¹1, nº, on note Dk la matrice diagonale de taille n dont les coefficients diagonaux valent 1 à l’exception
du kème qui vaut −1. Attention, Dk dépend de n en dépit de la notation.

a) Soient M ∈Mn(R) et k ∈ ¹1, nº. Quelle opération réalise-t-on sur M quand on calcule M Dk et Dk M ?

b) Montrer que pour tous H ∈ Hn et k ∈ ¹1, nº : HDk ∈ Hn et DkH ∈Hn.

4) On appelle permutation de ¹1, nº toute bijection de ¹1, nº sur lui-même. L’ensemble des permutations de ¹1, nº est
appelé le groupe symétrique de ¹1, nº et noté Sn.

Pour tout σ ∈ Sn, on note Pσ la matrice
�
δiσ( j)

�
1¶i, j¶n

où δab =

�
1 si a = b

0 sinon
pour tous a, b ∈ R.

a) Montrer que Pσ est inversible d’inverse P⊤σ = Pσ−1 pour tout σ ∈ Sn.

b) Soient M ∈Mn(R) et σ ∈ Sn. Quelle opération sur M réalise-t-on quand on calcule M Pσ et PσM ?

c) Montrer que pour tous H ∈Hn et σ ∈ Sn : HPσ ∈ Hn et PσH ∈ Hn.

5) Pour tous H, H ′ ∈ Hn, on dit que H ′ est Hadamard-équivalente à H, ce qu’on note H ∼Hn
H ′, si on peut passer de H

à H ′ par une série de multiplications à gauche et à droite par des matrices Dk et Pσ — éventuellement aucune. On
ADMET pour simplifier que ∼Hn

est une relation d’équivalence surHn.

a) Montrer que toute matrice H ∈ Hn est Hadamard-équivalente à une matrice H ′ ∈ Hn dont les coefficients des
première ligne et colonne valent tous 1. Une telle matrice H ′ est appelée une forme normalisée de H.

b) En déduire que toute matrice de Hadamard d’ordre 2 est Hadamard-équivalente à la matrice W =

�
1 1
1 −1

�
.

c) Montrer qu’il n’existe pas de matrice de Hadamard d’ordre 3.

6) Pour tous A∈Mm(R) et B ∈Mn(R), on appelle produit de Kronecker de A par B la matrice carrée de taille mn définie

par blocs de la façon suivante : A⊗ B =

�
a11B · · · a1mB

b

b

b

b

b

b

am1B · · · ammB

�
.

a) Montrer que pour tous A,A′ ∈Mm(R) et B, B′ ∈Mn(R) :
�
A⊗ B
�⊤
= A⊤⊗ B⊤ et

�
A⊗ B
� �

A′ ⊗ B′
�
= (AA′)⊗ (BB′).

b) En déduire que pour tous H ∈ Hm et H ′ ∈Hn : H ⊗H ′ ∈Hmn.

c) Montrer que toute matrice de Hadamard d’ordre 4 est Hadamard-équivalente à W ⊗W .
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7) Soit H ∈Hn avec n¾ 4.

a) Montrer que H est Hadamard-équivalente à une matrice de la forme suivante :





1
b

b

b

1

1
b

b

b

1

1
b

b

b

1
· · ·

)
a lignes

1
b

b

b

1

1
b

b

b

1

−1
b

b

b

−1
· · ·

)
b lignes

1
b

b

b

1

−1
b

b

b

−1

1
b

b

b

1
· · ·

)

c lignes

1
b

b

b

1

−1
b

b

b

−1

−1
b

b

b

−1
· · ·

)
d lignes





b) En déduire que n est divisible par 4.

En résumé, il ne peut exister de matrice de Hadamard d’ordre n¾ 4 que si n est divisible par 4. Énoncée en 1893, la conjecture

de Hadamard stipule que la réciproque est vraie, i.e. qu’il existe une matrice de Hadamard d’ordre n pour tout n¾ 4 divisible
par 4. Le plus petit multiple de 4 dont on ignore aujourd’hui s’il est l’ordre d’une matrice de Hadamard est 668.

Si on pose O =
¦

n¾ 2 | Hn 6=∅
©

, on a réussi à montrer que O ⊂
�
2
	
⊔4N∗, mais aussi que O est stable par produit d’après

6)b), i.e. que mn ∈ O pour tous m, n ∈ O .

2 CONSTRUCTION DE PALEY

Cette partie est consacrée à un procédé de construction de matrices de Hadamard découvert en 1933 par le mathématicien
anglais Raymond Paley (1907-1933). On se donne une fois pour toutes un nombre premier impair p. On note Fp le corps
Z

pZ
, F∗

p
son groupe des inversibles Fp \

�
0
	
, et pour tout k ∈ Z, k la classe de k dans Fp.

On pose ensuite C =
�

x2 | x ∈ F∗
p

	
et on définit une application χ de Fp dans R en posant pour tout x ∈ Fp :

χ(x) =






0 si x = 0

1 si x est un carré non nul dans Fp

−1 sinon.

On rappelle enfin que d’après le théorème de Wilson : (p− 1)! = −1.

8) On note ϕ l’application x 7−→ x2 de F∗
p

dans lui-même.

a) Montrer que pour tout y ∈ F∗
p

:
��ϕ−1
��

y
	��� ∈
�
0,2
	
.

b) En déduire que |C |=
��F∗

p
\C
��= p− 1

2
. Que vaut
∑

x∈Fp

χ(x)?

c) Montrer que l’application x 7−→ x y est bijective de C sur F∗
p
\C pour tout y ∈ F∗

p
\C .

d) En déduire que pour tous x , y ∈ F∗
p
\ C : x y ∈ C , puis que pour tous x , y ∈ Fp : χ(x y) = χ(x)χ(y).

e) Montrer que si−1 /∈ C : (p − 1)! =
∏

x∈C

x
∏

x∈C

�
−x−1
�
. En déduire qu’en toute généralité : χ

�
−1
�
= (−1)

p−1
2 .

9) a) Montrer que pour tous x , y ∈ F∗
p

: χ(x)χ(x + y) = χ
�
x−1 y + 1
�
.

b) En déduire que pour tout y ∈ F∗
p

:
∑

x∈Fp

χ(x)χ(x + y) = −1.

10) On note à présent S la matrice
�
χ
�

i − j
��

1¶i, j¶p
, J la matrice carrée de taille p dont tous les coefficients valent 1 et

U la matrice colonne de taille p dont tous les coefficients valent 1.

a) Montrer que : S⊤ = (−1)
p−1

2 S, SU = U⊤S = 0 et S⊤S = p Ip − J .

b) Montrer que si p ≡ 3 [4], alors
�

1 U⊤

U S − Ip

�
∈ Hp+1.

Un calcul analogue montre que si p ≡ 1[4], alors
�

T+p T − Ip

T − Ip −T − Ip

�
∈H2(p+1) où T =

�
0 U⊤

U S

�
.

11) À l’issue de ce travail, quel est le plus petit multiple de 4 dont on n’a pas montré qu’il appartient à O ?
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